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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ Â ÏÐÈÊËÀÄÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ.

Ëåêöèÿ 1.
Ââåäåíèå.

Îäèí ìîé êîëëåãà îäíàæäû ñêàçàë â ðàçãîâîðå:¾Åñëè óðàâíåíèå ñî-
äåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð, òî ýòî íóæíî èñïîëüçîâàòü¿. Èìåííî íóæíî, íå
ìîæíî, íå ¾ïðèÿòíî è ïîëåçíî¿, à íóæíî. Äåéñòâèòåëüíî, î÷åíü ÷àñòî áû-
âàåò, ÷òî ïðè ðåøåíèè òîé èëè èíîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé êàê ðàç äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà (èëè äëÿ áîëüøèõ, ÷òî ïî
ñóòè ñâîäèòñÿ ê òîìó æå) âñå ñòàíäàðòíûå ìåòîäû îòêàçûâàþò. Îáû÷íî â
òàêèõ ñèòóàöèÿõ ïàíàöååé îêàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû.

Ýòîò íåñêîëüêî ðàñïëûâ÷àòûé òåðìèí îáúåäèíÿåò êëàññè÷åñêèå ìå-
òîäû Ëàïëàñà, ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû, ìåòîä ïåðåâàëà � äëÿ îöåíêè
èíòåãðàëîâ, ñîäåðæàùèõ áîëüøîé ïàðàìåòð, ìåòîä ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (îáûêíîâåííûõ èëè
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè âñåõ èëè ÷àñòè ñòàð-
øèõ ïðîèçâîäíûõ, ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäà îñðåäíåíèÿ äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ áûñò-
ðî êîëåáëþùèåñÿ ïî âðåìåíè è/èëè ïî ïðîñòðàíñòâó êîýôôèöèåíòû ëèáî
ñâîáîäíûå ÷ëåíû. Ìîæíî åùå íàçâàòü ìåòîäû ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëî-
æåíèé, ðÿä ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ óðàâíåíèé ñ ìåäëåííî ìåíÿþùè-
ìèñÿ ïàðàìåòðàìè, äëÿ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíîñòÿìè è ò. ä. Íàäî ñêàçàòü,
÷òî êëàññè÷åñêèå ìåòîäû íàõîäÿòñÿ â ïîñòîÿííîì ðàçâèòèè, èõ ïðèõîäèòñÿ
óñîâåðøåíñòâîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ íîâûõ çàäà÷. Íå ïðåêðàùàåòñÿ è ïðîöåññ
âîçíèêíîâåíèÿ íîâûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Âû óæå âñòðå÷àëèñü ñî ñòåïåííûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàçëîæåíè-
ÿìè â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, õîòÿ, íàâåðíîå, íå óïîòðåáëÿëè ýòî-
ãî òåðìèíà. Ôàêòè÷åñêè òåîðèÿ ðÿäîâ Òåéëîðà íà÷èíàåòñÿ ñ óñòàíîâëåíèÿ
òîãî ôàêòà, ÷òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f(x), èìåþùàÿ, ñêàæåì, â îêðåñòíîñòè
íóëÿ, äëÿ x ∈ (−a, a), a > 0, ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n + 1 íåïðåðûâíûå
îêîëî íóëÿ, äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

f(x) = f(0) + xf ′(0) +
1

2
x2f ′′(0) + . . . +

1

n!
xnf (n)(0) + Rn(x), (1.1)

ãäå îñòàòî÷íûé ÷ëåí Rn(x) ïîä÷èíåí îöåíêå

|Rn(x)| ≤ Mn+1

(n + 1)!
xn+1. (1.2)
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Â êà÷åñòâå êîíñòàíòû Mn+1 ìîæíî âçÿòü max |f (n+1)(x)| íà ëþáîì ñåãìåíòå
[−bn, bn], bn > 0 êîòîðûé öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â èíòåðâàëå (−a, a). Ê ñîæà-
ëåíèþ, òîãäà è îöåíêà (1.2), à âìåñòå ñ íåé è àñèìòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
(1.1), ðàáîòàþò òîëüêî íà ýòîì ñåãìåíòå. Âîîáùå ðàâåíñòâî (1.1) ïðåäñòàâ-
ëÿåò öåííîñòü ëèøü äëÿ ìàëûõ x. Åñëè, íàïðèìåð, ìû õîòèì âû÷èñëèòü
ôóíêöèþ f(x), îòáðàñûâàÿ îñòàòî÷íûé ÷ëåí, äà òàê, ÷òîáû àáñîëþòíàÿ
ïîãðåøíîñòü íå ïðåâîñõîäèëà ∆, òî x íóæíî âçÿòü ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|x| ≤
[
(n + 1)!

Mn+1
∆

] 1
n+1

. (1.3)

Êîíå÷íî, ýòî ëèøü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, õîòÿ è áëèçêîå ê íåîáõîäèìîìó
ïðè î÷åíü ìàëûõ x.

Òàê âîò, âñå ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî îòðåçîê ðÿäà Òåéëîðà äàåò àñèìïòî-
òèêó ôóíêöèè f(x) ïðè x → 0.Áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå: áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ u(ε), îïðåäåëåííàÿ äëÿ ε èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ (−ε̄, ε̄), ε̄ > 0, è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
X, äîïóñêàåò ñòåïåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

u(ε) ∼ u0 + εu1 + ε2u2 + . . . (1.4)
ïðè ε → 0, ñ ïîñòîÿííûìè (íå çàâèñÿùèìè îò ε) êîýôôèöèåíòàìè u0, u1, . . .,
åñëè äëÿ ëþáîãî n = 0, 1, 2, . . . ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå Kn

è εn òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
u(ε) = u0 + εu1 + . . . + εnun + Rn(ε), (1.5)

ïðè÷åì äëÿ âñåõ ε ∈ [−ε̄n, ε̄n] îñòàòî÷íûé ÷ëåí Rn(ε) ïîä÷èíåí îöåíêå
||Rn(ε)||X ≤ Knε

n+1. (1.6)
Â òåîðèè è ïðàêòèêå àñèìòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ÷àñòî óïîòðåáëÿþòñÿ

ñèìâîëû O è o. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì íàïèñàòü, ñîãëàñíî (1.1), (1.2) ÷òî

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk + O(xn+1), x → 0. (1.7)

Èç (1.5), (1.6) ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå

u(ε) =
n∑

k=0

ukε
k + O(εn+1), ε → 0. (1.8)
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âîîáùå çàïèñü ϕ(x) = O(g(x)), x → 0 îçíà÷àåò, ÷òî äîëæíà ñóùåñòâîâàòü
òàêàÿ êîíñòàíòà K > 0 è òàêîå x̄0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [−x̄0, x̄0] âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

|ϕ(x)| ≤ K|g(x)|. (1.9)
Ìû ïèøåì ϕ(x) = o(g(x)), x → 0, åñëè

lim
x→0

ϕ(x)

g(x)
= 0. (1.10)

Òàêèì îáðàçîì, ñ äîâîëüíî ñóùåñòâåííîé ïîòåðåé èíôîðìàöèè, ñîãëàñíî
(1.1), (1.2), ìîæíî íàïèñàòü, ÷òî Rn(x) = o(xn). Êàê Âû, íàäåþñü, ïîìíèòå
èç êóðñà àíàëèçà, ëèøü ýòîò áîëåå ñëàáûé, ÷åì îöåíêà (1.2), ðåçóëüòàò
ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ
â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðîèçâîäíóþ.

Ïîä÷åðêíó, ÷òî ñàìè ïî ñåáå ñèìâîëû O è o ëèøåíû ñìûñëà äî òåõ
ïîð, ïîêà íå óêàçàíî, ê êàêîìó ïðåäåëó ñòðåìèòñÿ àðãóìåíò, íàïðèìåð,
x → 0 èëè x → +∞.

Íàäî ñêàçàòü, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèé ïðè ïîìîùè åå ðàçëîæå-
íèÿ Òåéëîðà îáû÷íî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ íåáîëüøèì ÷èñëîì ÷ëåíîâ ðÿäà.
Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Òåéëîðà, ñõîäèìîñòü êîòîðîãî, ïîíÿòíî î÷åíü âàæíà
äëÿ òåîðèè, èñïîëüçóåòñÿ ñêîðåå êàê àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå. Êîãäà
èìååòñÿ îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, ñêàæåì, òèïà (1.2), òî ìû ìîæåì ïî-
ëó÷èòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè è ïîëíîñòüþ îáîñíîâàòü ÷èñëåííûé ðåçóëü-
òàò. Ê ñîæàëåíèþ, íà ïðàêòèêå îöåíêè òèïà (1.2) èë (1.6) îêàçûâàþòñÿ
äîâîëüíî ãðóáûìè. Íåðàâåíñòâî (1.3) ìîæåò, íàïðèìåð, òðåáîâàòü, ÷òî-
áû |x| áûë ìåíüøå 0.1, à íà ñàìîì äåëå âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî íóæíûé
ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è ïðè x = 10. Ïîýòîìó â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìà-
òèêå ìû çà÷àñòóþ âûíóæäåíû äîâîëüñòâîâàòüñÿ íå àáñîëþòíî íàäåæíûì
ðåçóëüòàòîì, à ðåçóëüòàòîì, êîòîðûé ñïðàâåäëèâ ëèøü ñ õîðîøåé äîëåé
âåðîÿòíîñòè. Íàäåæíîñòü ñòîèò äîðîãî. Çàìå÷àòåëüíûé ðîññèéñêèé ìàòå-
ìàòèê Êîíñòàíòèí Èâàíîâè÷ Áàáåíêî ðàçðàáàòûâàë ñïåöèàëüíûå ìåòîäû
äëÿ äîêàçàòåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Îí ñóìåë ñêîíñòðóèðîâàòü ìîùíûå ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è ïðîãðàììû, êîòîðûå ïðîâîäèëè ïîëíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Îêàçàëîñü
îäíàêî, òàêîãî ðîäà ðåçóëüòàò òðåáóåò ìíîãîêðàòíî áîëüøåãî ìàøèííîãî
âðåìåíè, ÷åì îáû÷íûå ìåòîäû. Äåëî, êîíå÷íî, â òîì, ÷òî äëÿ àáñîëþòíîé
íàäåæíîñòè ïðèõîäèòñÿ ïðîâåñòè âû÷èñëåíèÿ ñ ñóùåñòâåííî áîëüøåé òî÷-
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íîñòüþ. Ýòî òðåáîâàëî óâåëè÷åíèÿ ðàçðÿäíîñòè ðàñ÷åòîâ (èíîãäà â äåñÿòêè
ðàç). Âû, êîíå÷íî, çíàåòå, ÷òî ìàøèííîå âðåìÿ âîçðàñòàåò ýêñïîíåíöèàëüíî
ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ðàçðÿäîâ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âñåì ýòèì ñòîèò çàíè-
ìàòüñÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåçóëüòàò èñêëþ÷èòåëüíî âàæåí, êîãäà
îò íåãî, íàïðèìåð, çàâèñÿò ÷åëîâå÷åñêèå æèçíè. Ìû, ïðèêëàäíûå ìàòåìà-
òèêè, äîëæíû ïîìíèòü, ÷òî íå òàê óæ ðåäêî æèçíè ëþäåé çàâèñÿò îò òîãî,
÷òî âåðíî a > 0 èëè a < 0. Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî a � ýòî âû÷èñëÿåìàÿ íà-
ìè õàðàêòåðèñòèêà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà, à íåðàâåíñòâî a > 0 îçíà÷àåò,
÷òî îí áóäåò ðàáîòàòü óñòîé÷èâî.

Ãîâîðÿ î ñòåïåííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ, ïîëåçíî âñïîì-
íèòü òå âûâîäû, ñ êîòîðûìè Âû ïîçíàêîìèëèñü â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà ïðè èçó÷åíèè ðÿäîâ Òåéëîðà. Åñëè èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèþ f(x)

ìîæíî ðàçëîæèòü â ñõîäÿùèéñÿ ñòåïåííîé ðÿä, òàê ÷òî f(x) =
∞∑

n=0
anx

n, òî

êîýôôèöèåíòû an îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî: an =
f (n)(0)

n!
. Íî åñëè ïîñòðî-

èòü ðÿä Òåéëîðà
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn äëÿ íåêîòîðîé C∞ � ãëàäêîé ôóíêöèè, òî ìû

äîëæíû áûòü ãîòîâû ê òîìó, ÷òî îí îêàæåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ. Åùå áîëåå
óäèâèòåëüíî, ÷òî îí ìîæåò ñõîäèòüñÿ, íî íå ê ôóíêöèè f(x). Ñîîòâåòñòâó-
þùèé ïðèìåð ïðèâåë Êàðë Òåîäîð Âèëüãåëüì Âåéåðøòðàññ (1815�1897).
Îí áûë âåëèêèì ìàòåìàòèêîì, ó íåãî áûëè çàìå÷àòåëüíûå ó÷åíèêè (â òîì
÷èñëå Ñîôüÿ Êîâàëåâñêàÿ). Ñðåäè ìíîãèõ åãî çàìå÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ
íåñêîëüêî îñîáíÿêîì ñòîÿò êîíòðïðèìåðû, êîòîðûå îòó÷àëè åãî ñîâðåìåí-
íèêîâ îò ñêîðîñïåëûõ óìîçàêëþ÷åíèé è ðàçâåèâàëè ïðåäðàññóäêè. Âåäü
â 19-ì âåêå ñîâðåìåííîå ïîíÿòèå î ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè òîëüêî íà-
÷èíàëî ñêëàäûâàòüñÿ. Íàïîìíþ, ÷òî èìåííî Âåéåðøòðàññ óñòàíîâèë, ÷òî
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò íå èìåòü ïðîèçâîäíîé íè â îäíîé òî÷êå

Ïðèìåð Âåéåðøòðàññà. Îïðåäåëèì íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñêà-
ëÿðíóþ ôóíêöèþ

f(x) = e−
1

x2 , x 6= 0. (1.11)
Ïîëîæèì f(0) = 0. Ýòî çíà÷åíèå åñòåñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ïî
íåïðåðûâíîñòè. Âîçíèêàåò æå ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ íå òîëüêî íåïðåðûâíà, íî
è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà. Ïðè ýòîì f (n)(0) = 0 (ïðèïîìíèòå, êàê Âû
ýòî äîêàçûâàëè íà ïåðâîì êóðñå). Âûõîäèò, ÷òî ðÿä Òåéëîðà ýòîé ôóíêöèè
â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 åñòü 0 + 0 · x + 0 · x2 + . . . = 0, è êîíå÷íî, ¾áîëåå
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÷åì¿ ñõîäèòñÿ. Îäíàêî æå åãî ñóììà ñîâñåì íå ïîõîæà íà ôóíêöèþ (1.11).
Ðàçóìååòñÿ, ïîñëå òîãî, êàê Âåéåðøòðàññ ïîñòðîèë ñâîé ïðèìåð, êàæ-

äûé ìîæåò, ñîõðàíÿÿ èäåþ, ïðèâåñòè ñêîëü óãîäíî, àíàëîãè÷íûõ, íàïðè-
ìåð, âìåñòî ôóíêöèè (1.11) ìîæíî âçÿòü e−

1
|x| èëè e−

1
|x|α äëÿ ëþáîãî α > 0.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè òàêîãî ðîäà ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà ïðèáàâèòü ê
íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x), òî ýòî íå èçìåíèò ñòåïåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðàçëîæåíèÿ. Âûõîäèò, ÷òî áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé èìåþò
îäíî è òî æå ñòåïåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (à ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
Òåéëîðà îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ îäíîçíà÷íî!).

Êîãäà èçó÷àåøü àíàëèç, òàêèå ôóíêöèè êàê (1.11) âûãëÿäÿò íåêèìè
äîñàäíûìè èñêëþ÷åíèÿìè. Íà ñàìîì æå äåëå îíè ïîñòîÿííî âñòðå÷àþòñÿ
â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå, â ÷àñòíîñòè, â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ, ñâÿçàííûõ
ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ìàòåàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Íå óäåðæóñü îò çàìå÷àíèÿ. ×àñòî áûâàåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ìàëûé ïàðàìåòð ε, ìîæíî ïîñòðî-
èòü ñòåïåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî ïàðàìåòðó ε. Ýòî îäíàêî íå
îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî òî÷íî íàéòè ðåøåíèå. Â ïîñëåäíèé äåñÿòîê ëåò âû-
ÿñíèëîñü, ÷òî öåëûé ðÿä ãëóáîêèõ è èíòåðåñíûõ âîïðîñîâ êà÷åñòâåííîé
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ìîæåò
áûòü ðåøåí ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè èñïîëüçîâàòü "âåéåðøòðàññîâó êîì-
ïîíåíòó"ðåøåíèÿ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêóþ ñóïåðàñèìïòîòèêó óäàëîñü
ïîñòðîèòü, ìíîãèå äðóãèå çàäà÷è æäóò ñâîåãî ðåøåíèÿ.

Àñèìïòîòèêè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà-
çâàíèå ýòîãî ïóíêòà äîâîëüíî çàáàâíî � îíî âïîëíå áû ïîäîøëî äëÿ ñî÷è-
íåíèÿ òîìîâ ýòàê â 5. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî îãðîìíàÿ, æèâàÿ è ðàçâèâà-
þùàÿñÿ îáëàñòü ìàòåìàòèêè è ôèçèêè. Ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ìíîãî àñèìï-
òîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ ê ðàçëè÷íûì ïðîáëåìàì è ñèòóàöèÿì.
Ïîæàëóé, ìíîãèì èç ýòèõ ìåòîäîâ ïîñâÿùåíû äåñÿòêè, à òî è ñîòíè ñòàòåé
è êíèã. Íàïðèìåð, âñÿ êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîñâÿùåíû îäíîìó âîïðîñó: êàê âåäåò ñåáÿ
äâèæåíèå (ðåøåíèå àâòîíîìíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èëè èòå-
ðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ), êîãäà âðåìÿ t → ∞ (â ñëó÷àå èòåðàöèé t ïðîáåãàåò
ëèøü íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ). Ìíîãî èíòåðåñíûõ âîïðîñîâ è ðåçóëüòàòîâ
èìååòñÿ ïî ïðîáëåìå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
îêîëî åãî îñîáîé òî÷êè (ñì., íàïðèìåð, êíèãè ïî ñïåöèàëüíûì ôóíêöèÿì,
â ÷àñòíîñòè, ïî ôóíêöèÿì Áåññåëÿ è ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì). Ïåðå÷èñëåí-



6

íûå äâà âîïðîñà îòíîñÿòñÿ ê ïðîáëåìå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé, êîãäà àðãóìåíò
(ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ èëè âðåìÿ) ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó îñîáåí-
íîìó çíà÷åíèþ. Â ýòîì êóðñå îäíàêî ìû áóäåì ãëàâíûì îáðàçîì ðàññìàò-
ðèâàòü çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ìàëûé èëè áîëüøîé ïàðàìåòð.
Ýòî, êîíå÷íî, îçíà÷àåò, ÷òî ðå÷ü ïîéäåò îá àñèìïòîòèêå ïðè ε → 0 èëè
ïðè ω →∞. Ñîáñòâåííî, âñåãäà, êîãäà ìû (ìàòåìàòèêè) ãîâîðèì, ÷òî ε �
ìàëûé ïàðàìåòð, òî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ìû ñîáèðàåìñÿ çàíèìàòüñÿ àñèìï-
òîòèêîé ïðè ε → 0. À åñëè ìû ãîâîðèì, ÷òî ω � áîëüøîé ïàðàìåòð, òî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ðå÷ü ïîéäåò îá àñèìòîòèêå ïðè ω →∞.

Â ýòîì ðàçäåëå ÿ îãðàíè÷óñü íåñêîëüêèìè ïðîñòûìè ðåçóëüòàòàìè è
ïðèìåðàìè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
â Rm

ẋ = f(x, t, ε), (1.12)
x(0) = a. (1.13)

Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü f â (1.12) åñòü ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå, çàâèñÿùåå àíà-
ëèòè÷åñêè îò âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà ε â îêðåñòíîñòè òî÷êè ε = 0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä Òåéëîðà

f(x, t, ε) =
∞∑

k=0

fk(x, t)εk (1.14)

ñõîäèòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε (ïðè |ε| < ε0, ãäå ε0 � èçâåñòíîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòà ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà ïî x,
t â íåêîòîðîé, äîñòàòî÷íî áîëüøîé, îáëàñòè â Rm+1, ñîäåðæàùåé, âî âñÿ-
êîì ñëó÷àå, òî÷êó (a, 0). Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî a = a(ε) çàâèñèò îò ε

àíàëèòè÷åñêè. Äàëüøå îäíàêî, ðàäè êðàòêîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîé
çàâèñèìîñòè íåò. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå x(t) çàäà÷è (1.12)�(1.13)
çàâèñèò îò ε àíàëèòè÷åñêè, òàê ÷òî ðåøåíèå âîçìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñòåïåííîãî ðÿäà

x(t) = x0(t) + εx1(t) + . . . + εnxn(t) + . . . (1.15)

Ýòî ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò äëÿ âñÿêîãî îòðåçêà âðåìåíè [−t̄, t̄], êîòîðûé
ñîäåðæèòñÿ â èíòåðâàëå çàäàíèÿ ðåøåíèÿ x0(t) âûðîæäåííîé çàäà÷è Êîøè

ẋ = f(x, t, 0),

x(0) = a.
(1.16)
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Çíàÿ, ÷òî òàêîå ðàçëîæåíèå âîçìîæíî, íåòðóäíî íàéòè åãî êîýôôè-
öèåíòû ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé â (1.12), (1.13) ñ ïîñëåäóþùèì ðàçëîæåíèåì
ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε (ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ). Òàêèì ïóòåì, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì äëÿ x1, x2, . . . çàäà÷è
Êîøè

ẋ1 = f0x(x0(t), t)x1 + f1(x0(t), t), x1(0) = 0, (1.17)

ẋ2 = f0x(x0, t)x2 +
1

2
f0xx(x0, t)x

2
1 + f1x(x0, t)x1, x2(0) = 0. (1.18)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ f0x � ïðîèçâîäíàÿ ïî x ïîëÿ f0, òàê ÷òî
f0xξ åñòü

f0xξ =
∂f0i

∂xk
ξkei, (1.19)

e1, . . . , em � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â Rm. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f0xx åñòü áèëè-
íåéíûé îïåðàòîð, êîòîðûé âñÿêîé ïàðå âåêòîðîâ ξ è η ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
âåêòîð f0xx(ξ, η) (â ñëó÷àå, êîãäà η = ξ ïèøåì f0xxξ

2):

f0xxξη =
∂2f0i(x0(t), t)

∂xj∂xk
ξjηkei, (1.20)

Ïðèñìîòðèìñÿ ê çàäà÷àì Êîøè (1.17), (1.18). Åñëè x0 ñ÷èòàòü èçâåñò-
íûì, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ x1 ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà. Êîãäà óæå íàé-
äåíû x0 è x1, äëÿ îïðåäåëåíèÿ x2 òîæå ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à Êîøè
(1.18). Âîîáùå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî xn(t) â (1.15) äîëæåí áûòü îïðåäåëåí ïî-
ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

ẋn = f0x(x0(t), t)xn + hn(t), xn(0) = 0, (1.21)

ãäå hn(t) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà, åñëè óæå íàé-
äåíû x0(t), x1(t), . . . , xn−1(t).

Çàêîííîñòü ðàçëîæåíèÿ (1.15), òî åñòü àíàëèòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ðå-
øåíèÿ îò ïàðàìåòðà ε, ïðîùå âñåãî îáîñíîâàòü ïðè ïîìîùè àáñòðàêòíîé
òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè. Åå ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ êíèãàõ ïî ôóíê-
öèîíàëüíîìó àíàëèçó, íàïðèìåð, Ë. À. Ëþñòåðíèêà è Â. È. Ñîáîëåâà [ËÑ],
Â. À. Òðåíîãèíà [Òð], Äüåäîííå [Äüåä], ïîêà ÿ íå ñòàíó íà ýòîì îñòàíàâëè-
âàòüñÿ. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.15) ìîæíî îöåíèòü ïðè ïîìîùè ìåòîäà
ìàæîðàíò, êîòîðûé ÿ äàëüøå ïðîèëëþñòðèðóþ íà ïðèìåðàõ.

Çàìå÷ó åùå, åñëè äëÿ ïðàâîé ÷àñòè f(x, t, ε) èçâåñòíî ëèøü ñòåïåííîå
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå âèäà (1.14), òî è äëÿ ðåøåíèÿ x(t) íàõîäèòñÿ
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ñòåïåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (1.15). Â îáùåì íàäî ïðèçíàòü, ÷òî
ñëó÷àé, êîãäà îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε çàâèñèò ëèøü ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, è ýòà çàâèñèìîñòü ãëàäêàÿ, äîâîëüíî òðèâèàëåí,
äîïóñêàåò îáùåå ðåøåíèå (òàêèå ñèòóàöèè îñîáåííî ëþáèìû ÷èñòûìè ìà-
òåìàòèêàìè).

Ñèòóàöèÿ ïðèíöèïèàëüíî ìåíÿåòñÿ, êîãäà ìàëûé ïàðàìåòð ñòîèò ìíî-
æèòåëåì ïðè âñåõ èëè íåêîòîðûõ ïðîèçâîäíûõ (äëÿ óðàâíåíèé âûñøåãî
ïîðÿäêà � ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ). Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñèñòåìó

ẋ = f(x, y, t, ε),

εẏ = g(x, y, t, ε),
(1.22)

ãäå x(t), y(t) � âåêòîð-ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî
â Rm è Rl. Ïðàâûå ÷àñòè ïóñòü ïî-ïðåæíåìó çàâèñÿò îò ε àíàëèòè÷åñêè
îêîëî òî÷êè ε = 0. Òåïåðü, åñëè ïîëîæèòü ε = 0, ïîëó÷èòñÿ âûðîæäåííàÿ
ñèñòåìà

ẋ0 = f(x0, y0, t, 0),

0 = g(x0, y0, t, 0),
(1.23)

Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1.22) íóæíî ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì x(0) = a, y(0) = b.

ßñíî, ÷òî ðåøåíèå âûðîæäåííîé ñèñòåìû (1.23) íèêàê íå ìîæåò ïðè-
áëèçèòü ðåøåíèå ïîëíîé ñèñòåìû (1.22) ðàâíîìåðíî íà ýòîì èíòåðâàëå çà-
äàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (1.23)
y0 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç x0, t. Òîãäà ïîäñòàíîâêà â ïåðâîå óðàâíåíèå
(1.23) äàñò íàì óðàâíåíèå â Rm, êîòîðîå âìåñòå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x0(0) = a îäíîçíà÷íî îïðåäåëèò âåêòîð-ôóíêöèþ x0(t). Ïîñëå ýòîãî òàêæå
îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòñÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå y0(0). Ïðè ýòîì èñõîäíîå óñëî-
âèå y(0) = b îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ çàáûòûì. Êîíå÷íî, êàê ïðàâèëî, îíî
áóäåò íàðóøåíî. Ðàçóìååòñÿ, ýòîò äåôåêò ðåøåíèÿ âûðîæäåííîé ñèñòåìû
íåâîçìîæíî èñïðàâèòü, ðàçûñêèâàÿ ðåøåíèå ïîëíîé ñèñòåìû (1.22) â âèäå
ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ε. Âìåñòå ñ òåì íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå âûðîæäåí-
íîé ñèñòåìû ïîëó÷åííîå òàêèì ïóòåì ñòåïåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæå-
íèå (âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ åãî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü) áåñïîëåçíû. ×àñòî îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ è ïîëó÷åííûå íà åãî îñíîâå
äàëüíåéøèå ïðèáëèæåíèÿ õîðîøî ðàáîòàþò âñþäó âíå ìàëîé îêðåñòíîñòè
íà÷àëüíîãî ìîìåíòà t = 0. Ýòîò äåôåêò îêàçûâàåòñÿ óñòðàíèìûì ïðè ïî-
ìîùè òîãî èëè ìíîãî âàðèàíòà âòîðîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (ïåðâûé



9

èòåðàöèîííûé ïðîöåññ � ýòî ïîñòðîåíèå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ε, óäî-
âëåòâîðÿþùåãî ôîðìàëüíî ñèñòåìå (1.22). Îá îäíîì èç òàêèõ ìåòîäîâ �
ìåòîäå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ � ÿ ñîáèðàþñü ðàññêàçàòü â ýòîì êóðñå. Îí ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà ê ñïåöèàëüíûì ¾ðàñòÿíóòûì¿ êî-
îðäèíàòàì íàéòè ïîïðàâêè ê ðåçóëüòàòó ïåðâîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà
âáëèçè òî÷êè t = 0. Àíàëîãè÷íûå, è äàæå áîëåå òðóäíûå, âîïðîñû ïðèõî-
äèòñÿ ðåøàòü, ðàññìàòðèâàÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îá ýòîì òîæå
ðå÷ü ïîéäåò äàëüøå, à ïîêà îãðàíè÷óñü îäíèì ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè ïðè ε > 0

εẋ = −x + 1,

x(0) = 0.
(1.24)

Äàëüøå ïîëó÷àåì ìãíîâåííî:

x(t) = 1− e−t/ε (1.25)

Åñëè ïîïûòàòüñÿ ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè â âèäå ñòåïåííî-
ãî ðÿäà (à ìîæåò áûòü ñòåïåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ � äåëàòü
íóæíî òî æå ñàìîå)

x(t) ∼ x0(t) + εx1(t) + ε2x2(t) + . . . , (1.26)

òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ x0 ïîëó÷èì âûðîæäåííîå óðàâíåíèå

0 = −x0 + 1.

Åãî ðåøåíèå x0(t) = 1. Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå êîíå÷íîå (íå äèôôåðåíöèàëü-
íîå), òî î íà÷àëüíîì óñëîâèè ðå÷è íåò. Äëÿ ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ
(1.26) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

xn = −ẋn−1, n = 1, 2, . . . (1.27)

Îòñþäà ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì x1 = 0, x2 = 0, . . . , xn = 0, . . . . Òàêèì
îáðàçîì, ïåðâûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äàåò ðàçëîæåíèå x̃(t) = 1. Ïîñìîò-
ðèì, êàêîå îòíîøåíèå ýòîò ðåçóëüòàò èìååò ê èñòèííîìó ðåøåíèþ (1.25).
Êîãäà t → ∞, ñîãëàñíî (1.25), x(t) → 1. Áîëåå òîãî, ÷åì ìåíüøå ε, òåì
áûñòðåå x(t) âûõîäèò íà ñâîå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå, ñì. Ðèñ. 1.
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t

1

x

Ðèñ. 1:

Åñëè âçÿòü t = tn = nε ln
1

ε
, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî x(tn)−x̃(tn) = x(tn)−1 = εn.

Î÷åâèäíî, ââèäó ìîíîòîííîñòè ýêñïîíåíòû, ÷òî ïðè t > tn ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

|x(t)− x̃(t)| < εn. (1.28)
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî x̃(t) = 1 äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ
òî÷íîãî ðåøåíèÿ x(t), íî ëèøü äëÿ çíà÷åíèé t íå ñëèøêîì áëèçêèõ ê 0.
Ìîæíî, â ÷àñòíîñòè óòâåðæäàòü, ÷òî x(t) → x̃(t) ïðè ε → 0 ðàâíîìåðíî
íà ëþáîì îòðåçêå [δ,∞] ïðè ëþáîì δ > 0. Íî êàê áû íè áûëî ìàëî ε,
âáëèçè òî÷êè t = 0 íà ìàëûõ îòðåçêàõ äëèíû O(ε| ln ε|) íóæíî èçó÷àòü
ðåøåíèå îòäåëüíî. ßñíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì t > 0 ýêñïîíåíòà e−t/ε

åñòü ôóíêöèÿ âåéåðøòðàññîâñêîãî òèïà. Ýòî è åñòü òèïè÷íàÿ ïîãðàíñëîé-
íàÿ ôóíêöèÿ. Ìû óâèäèì, ÷òî òàêîãî ðîäà ôóíêöèè ïîìîãàþò ïîëó÷àòü
õîðîøèå (ýòî çíà÷èò, ðàâíîìåðíûå ïî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ)
àñèìïòîòèêè äëÿ ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûõ, ÷åì (1.24), óðàâíåíèé. Ê òàêèì
ðåçóëüòàòàì ïðèâîäèò ìåòîä ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

Îäèí èç ðîäîíà÷àëüíèêîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ Ïüåð Ñèìîí Ëà-
ïëàñ (1749�1827) â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (çàêîí áîëüøèõ
÷èñåë) èçó÷àë ïîâåäåíèå èíòåãðàëà

+∞∫

−∞
g(x)e−λf(x) dx

ïðè áîëüøèõ λ. Ïî ïîâîäó ñâîåé àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû, äàâøåé íà÷àëî
ìåòîäó Ëàïëàñà, îí âûðàçèë ñâîå çàêîííîå âîñõèùåíèå ñëîâàìè, êîòîðûå
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ñòàëè äåâèçîì äëÿ âñåõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ: ýòà ôîðìóëà òåì áîëåå
òî÷íà, ÷åì áîëåå îíà íåîáõîäèìà.

Óïðàæíåíèÿ ê ëåêöèè 1.

1. Èçó÷èòü àñèìïòîòèêè ôóíêöèé ïðè x → 0 è ïðè x →∞:

a) f(x) = x + 2x4 + 1750e−x,

b) f(x) = sin x + 2 cos x +
1

1 + x2 ,

c) f(x) =
2 + e2x + x2

2 + ex − x2 ,

d) f(x) = ex2

+ ex,

e) f(x) = ex2

sin x + ex.

2. Ìîæåò ëè ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f(x) â çàäàííîé òî÷êå x0 áûòü
ñõîäÿùèìñÿ, íî íå ê f(x0)?

3. Êàê âû îòâåòèòå íà ñëåäóþùèå òèïè÷íûå ¾âîïðîñû íà çàñûïêó¿?:
a) ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèþ f(x) = x + 2x4.
b) ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèþ f(x) = sin x + 2 cos x.

4. Ìîæåò ëè ðàñõîäÿùèéñÿ ñòåïåííîé ðÿä, ñêàæåì
∞∑

k=0
ckx

k â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x = 0 ñëóæèòü ñòåïåííûì àñèìòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì íåêî-
òîðîé ôóíêöèè? Åñëè íåò, äîêàæèòå ýòî. Åñëè äà, ïðèâåäèòå ïðèìåð.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé
f(x) è g(x) ïðè x → 0 ìîæíî ïåðåìíîæàòü, à åñëè g(0) 6= 0, òî è äåëèòü
íà g(x). Òî÷íåå, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè

f(x) = f0 + xf1 + x2f2 + . . . ,

g(x) = g0 + xg1 + x2g2 + . . . ,

òî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ f(x)g(x), à åñëè g(0) 6= 0, òî
è ÷àñòíîãî, ìîæíî ïîëó÷èòü, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåìíîæàÿ èëè äåëÿ äðóã
íà äðóãà àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé f è g.

6. Ìîæíî ëè, èìåÿ ñòåïåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè
f(x) ïðè x → 0, ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëà
x∫
0

f(s)ds è äëÿ ïðîèçâîäíîé f ′(x) � òîæå, êîíå÷íî, ïðè x → 0?
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7. Êàê èçìåíÿòñÿ çàäà÷è Êîøè (1.17), (1.18), (1.21), åñëè a = a0+εa1+
+ ε2a2 + . . . ?

Ëåêöèÿ 2.
Ðåãóëÿðíûå àñèìïòîòèêè � ñòåïåííûå

àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ.
Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç ñîäåðæàò ðÿä îá-

ùèõ òåîðåì, ïîìîãàþùèõ íàì èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ
óðàâíåíèé (êîíå÷íûõ, äèôôåðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ, è ò. ä.) ïðè ñëà-
áîì è, â òîì èëè èíîì ñìûñëå, ðåãóëÿðíîì âîçìóùåíèè. Ñðåäè íèõ ïðî-
ñòåéøèå è íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûå � ïðèíöèï ñæàòûõ îòîáðàæåíèé è
òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè. Êîíå÷íî, àáñòðàêòíàÿ òåîðåìà äàåò íàì ëèøü
ïëàí äåéñòâèé ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷. Â êàæäîì ñëó÷àå íóæíî,
÷òîáû ïðèìåíèòü çàêëþ÷åíèå òåîðåìû, ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå åå óñëîâèé.
Ýòî è åñòü ðåàëèçàöèÿ ïëàíà. Çàìå÷ó, ÷òî ñïëîøü è ðÿäîì ïðîâåðêà óñëî-
âèé îáùèõ òåîðåì ñàìà òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ òåîðèé áîëåå íèçêîãî óðîâíÿ
àáñòðàêòíîñòè, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Íåðåäêî ýòà �ïðî-
âåðêà óñëîâèé� òðåáóåò ãîðàçäî áîëåå ãëóáîêèõ è èçîùðåííûõ ðàññìîòðå-
íèé, ÷åì ñàìè àáñòðàêòíûå òåîðåìû.

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ òåîðåì î íåÿâíîé ôóíêöèè è èõ ïðèëîæåíèé.
Èç êóðñà àíàëèçà Âû, äîëæíî áûòü, ïîìíèòå ïðîñòåéøóþ òåîðåìó î íåÿâ-
íîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 2.1 (ñêàëÿðíàÿ òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè). Ïóñòü óðàâ-
íåíèå

f(x, y) = 0, (2.1)
ãäå f � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíûõ àðãóìåíòîâ x è y, ïðè x = x0

èìååò ðåøåíèå y = y0, òàê ÷òî

f(x0, y0) = 0. (2.2)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è ïî y â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) íà ïëîñêîñòè R2. Ïóñòü âûïîëíå-
íî óñëîâèå

fy(x0, y0) 6= 0. (2.3)
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Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî åñòü ïðè −δ < x −
x0 < δ (ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ > 0 îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé f) îïðåäåëåíà
ôóíêöèÿ y = y(x) (íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

10. f(x, y(x)) = 0 ïðè x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).
20. y(x0) = y0.
30. Óñëîâèÿ 10 è 20 îïðåäåëÿþò íåÿâíóþ ôóíêöèþ y(x) îäíîçíà÷íî.
40. Äëÿ x ∈ (x0−δ, x0+δ) ôóíêöèÿ y(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà,

è ïðè ýòîì
y′(x) = −fx(x, y(x))

fy(x, y(x))
. (2.4)

Â ÷àñòíîñòè, y′(x0) = −fx(x0, y0)/fy(x0, y0).
Äîêàçàòåëüñòâî ÿ îïóñêàþ, íî ñäåëàþ íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ýòîé

âàæíîé òåîðåìå. Âî-ïåðâûõ, áóäåì ïîìíèòü, ÷òî â íåé ðå÷ü èäåò ëèøü îá
îäíîì èçâåñòíîì ðåøåíèè y = y0 ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè x = x0. Âïîëíå
âîçìîæíî, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ðåøåíèÿ, ñêàæåì y1, y2, . . . , òàê ÷òî
f(x0, y1) = 0, f(x0, y2) = 0, . . . . Òàêèõ ðåøåíèé ìîæåò áûòü äàæå áåñêî-
íå÷íî ìíîãî. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè çíà÷åíèÿõ x áëèçêèõ ê x0 âïîëíå ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü ìíîãî èíûõ ðåøåíèé � î êîòîðûõ òåîðåìà íå ãîâîðèò íàì
íè÷åãî.

Âî-âòîðûõ, çàìå÷ó, ÷òî ôîðìóëà (2.4) ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðàâåíñòâà 10 òåîðåìû � åñëè ñóùåñòâîâàíèå íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íåÿâíîé ôóíêöèè óæå äîêàçàíî. Åñëè æå èç-
âåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ f â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà k ðàç (Ck � ãëàäêàÿ), òî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî è íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ
y(x) ÿâëÿåòñÿ Ck � ãëàäêîé. Äëÿ åå ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ðåêóð-
ðåíòíûå ôîðìóëû, ïîñëåäîâàòåëüíî äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî

f(x, y(x)) = 0. (2.5)

Ïîñëå ïåðâîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

fx(x, y(x)) + fy(x, y(x))y′(x) = 0, (2.6)

îòêóäà è ñëåäóåò ôîðìóëà (2.4). Âòîðîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðèâîäèò ê
ðàâåíñòâó (îïóñòèì äëÿ êðàòêîñòè àðãóìåíò x):

fxx(x, y) + 2fxy(x, y)y′ + fyy(x, y)y′2 + fy(x, y)y′′ = 0. (2.7)
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Îòñþäà ìîæíî âûðàçèòü y′′(x) � ïðè x áëèçêèõ ê x0 � ÷åðåç y(x), y′(x).
Ïðè x = x0 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ y′′(x0) èç (2.7) íàõîäèòñÿ ÿâíî. Âàæíî, êî-
íå÷íî, ÷òî fy(x0, y0) 6= 0, à ïî íåïðåðûâíîñòè, íåðàâåíñòâî fy(x, y(x)) 6= 0
ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè x äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê x0. Ïðîäîëæàÿ äèôôåðåíöèðî-
âàíèå, ìîæíî íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ y′′′, yIV è ò. ä.

ßñíî, ÷òî ýòè âûðàæåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå è áîëåå ãðîìîçäêèìè.
Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå óäîáíåå (ïåðâûì ýòî çàìåòèë È. Íüþòîí!) ðàçûñêè-
âàòü íåÿâíóþ ôóíêöèþ y(x) â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà (à òî÷íåå, ñòåïåííîãî
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ), òî åñòü ïîëîæèòü

y(x) = y0 + y1(x− x0) + y2(x− x0)
2 + y3(x− x0)

3 + . . . . (2.8)

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ yk èçâåñòíû âûðàæåíèÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò y â òî÷-
êå x0: yk =

1

k!
y(k)(x0). Ïðè ýòîì ÷èñëà y(k)(x0) ìîæíî îïðåäåëèòü ÿâíî ïðè

ïîìîùè ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë.
Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî, êàê äîêàçàë Êîøè, ñòåïåííîé ðÿä (2.8) ñõî-

äèòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ f â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) àíàëèòè÷íà, òî åñòü
ïðåäñòàâèìà â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà

f(x, y) =
∞∑

k,l=0

fkl(x− x0)
k(y − y0)

l,

fkl =
1

(k + l)!

∂k+lf(x0, y0)

∂xk∂yl
.

(2.9)

Êîýôôèöèåíòû â (2.8) áûñòðåå âñåãî íàõîäÿòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè â
óðàâíåíèå (2.5) ñ ïîñëåäóþùèì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè f(x, y(x)) â ðÿä ïî
ñòåïåíÿì x− x0. Ýòî � ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïðèìåíÿÿ
åãî, ìû çàáûâàåì ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (2.8) ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè y (ìîæíî � íå çíà÷èò íóæíî!). Íàïðîòèâ,
âû÷èñëèâ êîýôôèöèåíòû y1, y2, . . . , ìû ìîæåì âû÷èñëèòü è ïðîèçâîäíûå
y(k)(x0).

Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó (êîíå÷íûõ) óðàâíåíèé

fi(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym) = 0, i = 1, 2, . . . , n. (2.10)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñêàëÿðíûå ïåðåìåííûå x1, . . . , xm êàê ïàðàìåòðû, à
(òîæå ñêàëÿðíûå) ïåðåìåííûå y1, y2, . . . , ym êàê íåèçâåñòíûå. Ââåäåì òî÷êè
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x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm è y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn. Ñèñòåìà (2.10) çàïèøåòñÿ â
âèäå

fi(x, y) = 0, i = 1, . . . , n. (2.11)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ x0 = (x0

1, . . . , x
0
m)

èçâåñòíî ðåøåíèå y0 = (y0
1, . . . , y

0
n) ñèñòåìû (2.11), òàê ÷òî

fi(x
0, y0) = 0, i = 1, . . . , n. (2.12)

Òåîðåìà 2.2 (ìíîãîìåðíàÿ òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè). 1)Ïóñòü
ôóíêöèè f1 . . . , fn íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè
(x0, y0) ∈ Rm+n, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ (2.12). 2) Ïóñòü
ìàòðèöà ßêîáè (

∂fi(x
0, y0)

∂yj

)n

i,j=1

íåâûðîæäåííà, òàê ÷òî îòëè÷åí îò íóëÿ åå îïðåäåëèòåëü (ÿêîáèàí):

det

(
∂fi(x

0, y0)

∂yj

)n

i,j=1
6= 0. (2.13)

Òîãäà ñóùåñòâóåò �íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ� (òî÷íåå, íåÿâíîå îòîáðàæå-
íèå) y = y(x), îïðåäåëåííàÿ äëÿ âñåõ x èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0 ∈ Rm, òàê ÷òî äëÿ âñåõ òàêèõ x

fi(x, y(x)) = 0. (2.14)

Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå y(x0) = y0. Ðåøåíèå y(x) íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî (ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû ïðîèçâîäíûå ∂yi(x)

∂xj
,

i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , m). Äëÿ x èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 íåò èíûõ ðåøåíèé, êðîìå y(x)(èìååò
ìåñòî åäèíñòâåííîñòü).

Êîíå÷íî, óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè çäåñü íîñèò ëîêàëüíûé õà-
ðàêòåð � âäàëè îò ðåøåíèÿ y(x), ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ x0

i , . . . , x
0
m (è

áëèçêèõ ê íèì) âïîëíå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü èíûå ðåøåíèÿ.
Â êëàññè÷åñêèõ êóðñàõ àíàëèçà íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû èëè ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà A : Rm → Rn ïðèâû÷íî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îòëè÷èåì
îò íóëÿ åå îïðåäåëèòåëÿ. Îäíàêî, âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ � îòíþäü íå
ïðîñòàÿ çàäà÷à ïðè áîëüøèõ n. È ÷òî ýòî çà ÷èñëî, çíà÷åíèå êîòîðîãî íå
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ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, à âàæíî ëèøü, ÷òî îíî îòëè÷íî îò íóëÿ? Îáèäíî
òðàòèòü âðåìÿ íà åãî âû÷èñëåíèå. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, îñîáåííî â çàäà÷àõ
ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íåâûðîæäåííîñòü (èëè, ÷òî òî æå,
îáðàòèìîñòü) îïåðàòîðà A ìîæíî ïðîùå äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî.

Êîãäà ìû ïûòàåìñÿ ïåðåíåñòè òó èëè èíóþ �êîíå÷íîìåðíóþ� òåîðåìó
íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé, òóò æå âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ìíîãèå ïîíÿòèÿ (íà-
ïðèìåð, îïðåäåëèòåëü) íå äîïóñêàþò áåñêîíå÷íîìåðíîãî îáîáùåíèÿ. Åñëè
òàêîå îáîáùåíèå äàæå âîçìîæíî, òî íå â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîðà â áàíàõî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, à ëèøü äëÿ î÷åíü îãðàíè÷åííîãî êëàññà îïåðàòîðîâ. Ýòî
çàñòàâëÿåò íàñ ïîíÿòü, ÷òî è â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå óïîòðåáëåíèå òàêèõ
ïîíÿòèé íå îáÿçàòåëüíî, à êàê ïðàâèëî, è íåðàöèîíàëüíî. Òàê îáîáùåíèå
ïîìîãàåò íàì ëó÷øå ïîíÿòü è èñõîäíûå êîíå÷íîìåðíûå òåîðèè.

Èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíê-
öèè (ïðàâèëüíåå áûëî áû ãîâîðèòü �î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè�, íî òåðìèí
�íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ� óæå óêîðåíèëñÿ). ß ïðèâåäó îäíî èç íèõ � ïðîñòåéøèé
è âàæíåéøèé, ïðèíàäëåæàùèé Ãèëüäåáðàíäòó è Ãðýéâñó.

Àáñòðàêòíàÿ òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ äàëüøå ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé îò îïåðàòîðà. Ïóñòü

îïåðàòîð Q : X → Y äåéñòâóåò èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X â áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî Y . Ñêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Q â òî÷êå x0 ∈ X äèôôåðåíöèðóåì
ïî Ãàòî, åñëè äëÿ ëþáîãî u ∈ X ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
s→0

1

s
[Q(x0 + su)−Q(x0)] = Q′

G(x0)u. (2.15)

Ýòîò ïðåäåë áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ïðîñòðàí-
ñòâà Y . Âîçìîæíû è äðóãèå âàðèàíòû. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäåë â (2.15)
ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñëàáîé ñõîäèìîñòè, ïîëó÷èòñÿ îïðåäåëåíèå ñëàáîé
äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî Ãàòî. Îïðåäåëåííûé òàêèì ñïîñîáîì îïåðàòîð
Q′

G(x0) : X → Y : u 7→ Q′
G(x0)u íàçûâàåòñÿ (ñèëüíîé) ïðîèçâîäíîé Ãàòî

îïåðàòîðà Q â òî÷êå x0. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòîò îïåðàòîð îäíîðîäåí:
äëÿ ëþáûõ u ∈ X è λ ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (äîêàæèòå!)

Q′
G(x0)(λu) = λQ′

G(x0)u. (2.16)

Âìåñòå ñ òåì, ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî ìîæåò è íå áûòü ëèíåéíûì îïåðàòîðîì
(ïðèâåäèòå ïðèìåð!).

Ð. Ãàòî (R. Gateaux) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ó÷åíèê è ñîòðóäíèê
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Àäàìàðà, îôèöåð ôðàíöóçñêîé àðìèè, ïðîïàë áåç âåñòè âî âðåìÿ ïåðâîé
ìèðîâîé âîéíû. Åãî ðàáîòû áûëè îïóáëèêîâàíû ïîñìåðòíî â 1919 ãîäó.

Òåïåðü îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå îïåðàòîðà. Ñêàæåì, ÷òî îïå-
ðàòîð Q â òî÷êå x0 ∈ X äèôôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A : X → Y , ÷òî ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

Q(x0 + u)−Qx0 = Au + R(x0, u), (2.17)
ïðè÷åì äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà R(x0, u) âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ðàâåí-
ñòâî ||R(x0, u)||Y

||u||X → 0, (2.18)

ïðè u → 0 ïî íîðìå (òî åñòü ||u||X → 0). Â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíûé îïåðàòîð
A íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé Ôðåøå îïåðàòîðà Q â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç Q′(x0). Îáû÷íî, ãîâîðÿ î ïðîèçâîäíîé îïåðàòîðà, èìåþò â âèäó èìåí-
íî ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå.

Ìîðèñ Ôðåøå (Maurice Fr�ech�et) � èçâåñòíûé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê,
àêàäåìèê, îäèí èç çà÷èíàòåëåé ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ïðîñòðàíñòâà
Ôðåøå äî ñèõ ïîð ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ìàòåìà-
òèêîâ. Îêàçàëîñü, îäíàêî, ÷òî ãîðàçäî áîëåå áîãàòà è ãîðàçäî áîëåå âàæ-
íà äëÿ ïðèëîæåíèé òåîðèÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ââåäåííûõ â 1920 ã.
íåçàâèñèìî Ñ. Áàíàõîì è Í. Âèíåðîì. Ñòåôàí Áàíàõ âìåñòå ñ ïîëüñêîé
ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëîé ñòàë ðàçâèâàòü òåîðèþ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ â òàêîì
íåèñòîâîì òåìïå, ÷òî Í. Âèíåð áûñòðî îòñòàë. Íîðáåðò Âèíåð ñàì ïðè-
çíàâàë, ÷òî íàçâàíèå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà èëè B-ïðîñòðàíñòâà âïîëíå
ñïðàâåäëèâî.

Íåäîñòàòîê îïðåäåëåíèÿ Ôðåøå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåì íåò ñïîñîáà
âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðà A = Q′(x0). Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ìû îáû÷íî âû-
÷èñëÿåì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ Ãàòî, à çàòåì ñòàðàåìñÿ äîêàçàòü, ÷òî îíà
è åñòü ïðîèçâîäíàÿ òàêæå è ïî Ôðåøå. Ïðè ýòîì ìû ïîëüçóåìñÿ òåì ïðî-
ñòûì ôàêòîì, ÷òî åñëè ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå Q′(x0) ñóùåñòâóåò, òî îíà è
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé Ãàòî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé
Ôðåøå, èç (2.17) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

1

s
[Q(x0 + su)−Q(x0)] = Au +

1

s
R(x0, su). (2.19)

Èç (2.18) ñëåäóåò, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå ñïðàâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
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s → 0. Äåéñòâèòåëüíî,

||1
s
R(x0, su)|| = ||R(x0, su)||

||su|| · ||u|| → 0, (2.20)

ñîãëàñíî (2.18), òàê êàê ||su|| → 0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî
Q′

G(x0) = A.
Â èòîãå âûõîäèò, ÷òî âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíóþ Ãàòî, ìû äîëæíû óáå-

äèòüñÿ â òîì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì, è
ñâåðõ òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî (2.18). Òàê ìû è íàõîäèì
ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå Q′(x0). Åñëè æå ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî Q′

G(x0) íå ñóùåñòâó-
åò, èëè ñóùåñòâóåò, íî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì,
òî îïåðàòîð Q â òî÷êå x0 íå äèôôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå.

Ñêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Q : X → Y äèôôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå â íåêî-
òîðîé îáëàñòè D ïðîñòðàíñòâà X, åñëè îí äèôôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå â
êàæäîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè. Èíòåðåñíî åùå èññëåäîâàòü õàðàêòåð çàâèñè-
ìîñòè ïðîèçâîäíîé Q′(x) îò òî÷êè x.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì x îïåðàòîð Q′(x) : X → Y �ëèíåéíûé è íåïðå-
ðûâíûé. Âìåñòå ñ òåì, åãî çàâèñèìîñòü îò òî÷êè x ìîæåò áûòü ñëîæíîé
è íåëèíåéíîé. Ñåé÷àñ ìû ôàêòè÷åñêè äîëæíû âåñòè ðå÷ü îá îïåðàòîðå
Q′ : x → Q′(x) : X → (X → Y ), äåéñòâóþùåì èç X â ïðîñòðàíñòâî
(X → Y ) � â ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç X â Y .
Íàäåþñü, Âû ïîìíèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ (X → Y )
ñàìî ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Íîðìà â íåì îïðåäåëÿåòñÿ êàê
íîðìà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ñêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Q íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ X, åñëè ââåäåííûé òîëüêî ÷òî îïå-
ðàòîð Q′ íåïðåðûâåí (ïî íîðìå) â òî÷êå x0. Áîëåå ïîäðîáíî: äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî

||Q′(x0 + u)−Q′(x0)|| < ε, (2.21)
äëÿ âñåõ u ∈ X òàêèõ, ÷òî ||u|| < δ.

Èíòåðåñíî òàêæå ïîéòè äàëüøå è îïðåäåëèòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ
Q′′(x0) è ïîñëåäóþùèå. Ïîïðîáóéòå ñäåëàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî, èñïîëüçóÿ
äàííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ. Çàìåòüòå, ÷òî Q′′ : X → (X → (X → Y )) åñòü
îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé (ïî-ïðåæíåìó) èç X â ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò Q′(x), òî åñòü â ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ (X → (X → Y ))) èç X â (X → Y ). Î ïðîèçâîäíûõ îïåðàòîðîâ
è èõ ïðèëîæåíèÿõ ìîæíî ïðî÷èòàòü â [ËÑ, ÊàíÀê].
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Òåïåðü ìû âïîëíå ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü àáñòðàêòíóþ òåîðåìó î
íåÿâíîé ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

F (x, y) = 0, (2.22)

ãäå x � ýëåìåíò âåùåñòâåííîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X, èãðàþùèé äàëü-
øå ðîëü âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà. Âåêòîð y ∈ Y èãðàåò ðîëü íåèçâåñòíîãî â
óðàâíåíèè (2.22).

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü îïåðàòîð F : X × Y → Z : (x, y) 7→ F (x, y) ∈ Z

äåéñòâóåò èç äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ B � ïðîñòðàíñòâ X è Y â B �
ïðîñòðàíñòâî Z. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

10. F (x0, y0) = 0 äëÿ íåêîòîðûõ x0 ∈ X è y0 ∈ Y .
20. Îïåðàòîð F îïðåäåëåí è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåì â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) ∈ X × Y .
30. (Ãëàâíîå óñëîâèå). ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Fy(x0, y0) � îáðàòèìûé

îïåðàòîð, òàê ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð [Fy(x0, y0)]
−1.

Òîãäà äëÿ âñåõ x èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 â X ñóùåñòâó-
åò ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (2.22), òàê ÷òî

F (x, y(x)) = 0. (2.23)

Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå y : x 7→ y(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî (çíà-
÷èò, è íåïðåðûâíî) è óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(x0) = y0. Â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 â Y íåò èíûõ ðåøåíèé, êðîìå y(x) (ëî-
êàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü). Äëÿ ïðîèçâîäíîé y′(x) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

y′(x) = −[Fy(x, y(x))]−1Fx(x, y(x)), (2.24)

êîòîðàÿ ïðè x = x0 äàåò ðàâåíñòâî

y′(x0) = −[Fy(x0, y0)]
−1Fx(x0, y0). (2.25)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ x áëèçêèõ ê x0, îïåðàòîð [Fy(x, y(x))]−1 ñóùåñòâóåò, ïî
òåîðåìå îá îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà áëèçêîãî ê îáðàòèìîìó.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3 è áîëåå îáùèõ òåîðåì ìîæíî íàéòè â
êíèãàõ [Äüåä, Òð, ÊàíÀê].
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Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà 1 ïî êóðñó àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå. Òåìà: êëàññè÷åñêèé ìåòîä ìàëîãî ïàðà-
ìåòðà.

Â êàæäîì çàäàíèè áóäóò çàäà÷è äâóõ òèïîâ: 1) âû÷èñëèòü ïåðâóþ è
âòîðóþ ïðîèçâîäíûå (Ôðåøå) îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç áàíàõîâà ïðî-
ñòðàíñòâà X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y . 2) Íàéòè ïåðâûå 2 � 3 âåäóùèõ
÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè èëè
êðàåâîé çàäà÷è.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòóäåíò, ïðèñòóïàþùèé ê âûïîëíåíèþ ýòîãî çà-
äàíèÿ çíàåò (ïîìíèò!) îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî Ãàòî è Ôðåøå, ìåòîä
ìàëîãî ïàðàìåòðà è îáùóþ òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè.

Ïðèìåðíûå çàäàíèÿ.
Çàäàíèå 1.
1. Âû÷èñëèòü ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå Ôðåøå îïåðàòîðà F : C[0, 1] →
C[0, 1], äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó

(Fx)(s) = 2x(s)−
1∫

0

arctg (s + t) sin x(t) dt.

2. Íàéòè ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε äëÿ ðåøåíèÿ
êðàåâîé çàäà÷è

xIV = sin 2t + εx3,

x(0) = x′′(0) = 0, x(π) = x′′(π) = 0.

Çàäàíèå 2.
1. Âû÷èñëèòü ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå Ôðåøå îïåðàòîðà F : C(Π) →
C(Π), ãäå Π = [0, 1] × [0, 2] � ïðÿìîóãîëüíèê, à îïåðàòîð F äåéñòâóåò ïî
ïðàâèëó

(Fu)(x) = exu(x, y) +

∫

Π

sin (x + y)2

x + y
u4(y) dy.

2. Íàéòè âåäóùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè

ẍ− x = 1− cos (εx),

x(0) = 0, ẋ(0) = 0.
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Çàäàíèå 3.
1. Âû÷èñëèòü ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå Ôðåøå îïåðàòîðà F : R4 →
R4:

F




ξ
η

ζ

µ


 =




αξ − ηζ
βη − ζµ

γζ − µξ

δµ− ξη


 , α, β, γ, δ ∈ R

2. Âû÷èñëèòü êîðåíü óðàâíåíèÿ

x− 3 · 10−5 sin x = 1

ñ òî÷íîñòüþ äî 10−12.
Çàäàíèå 4.
1. Íàéòè ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå îïåðàòîðà F äåéñòâóþùåãî èç B �
ïðîñòðàíñòâà X â B � ïðîñòðàíñòâî Y (ãäå X � ïðîñòðàíñòâî C2 � ãëàäêèõ
ôóíêöèé íà [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì u(0) = u(1) = 0,
Y = C[0, 1]) ïî ïðàâèëó

(Fu)(x) = u′′(x) + 2u′2(x)− 3 cos u(x)

2. Íàéòè ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε ðåøåíèÿ
êðàåâîé çàäà÷è â ïðÿìîóãîëüíèêå Π = [0, π]× [0, π] äëÿ óðàâíåíèÿ

∆u = sin x + εu2, u
∣∣
∂Π = 0.

Çàäàíèå 5.
1. Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ïðèìåíèìà (è ïðè êàêèõ
� íåïðèìåíèìà) òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè ê çàäà÷å î ðàçëîæåíèè ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó ε ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è â ïðÿìîóãîëüíèêå Π = [0, π]×
[0, π]

∆u + λu = sin (x + 2y) + εu3, u
∣∣
∂Π = 0.

2. Îïåðàòîð F äåéñòâóåò èç C[0, 1] â C[0, 2]. Èç êàêîãî ïðîñòðàíñòâà � â
êàêîå äåéñòâóåò F ′′(u0)?
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